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ABSTRAK

Model STAR (Space Time Autoregresi) merupakan pengembangan dari model
deret waktu univariat AR (Autoregresi), menjadi model kombinasi lokasi dan waktu.
Keterkaitan antar lokasi penelitian pada model STAR dinyatakan dengan matriks
bobot W yang merupakan matriks bujur sangkar dengan entri-entri berupa bobot
antara dua lokasi yang bersesuaian. Dalam makalah ini dibahas tiga macam matriks
bobot untuk model STAR(1;1), yaitu: matriks bobot seragam, matriks bobot seperjarak
kuadrat dan matriks bobot spasial, menentukan dan menggunakan matriks bobot
tersebut pada data simulasi, membandingkan serta memilih mana yang lebih baik
diantara ketiganya dengan kriteria jumlah kuadrat galat yang paling minimum.
Taksiran model STAR(1;1) dengan tiga macam bobot menghasilkan jumlah kuadrat
galat yang minimum untuk model dengan matriks bobot spasial. Hal ini berarti bahwa
bobot spasial memberikan taksiran parameter model STAR(1,1) yang lebih baik
dibandingkan penggunaan matriks bobot seragam dan seperjarak kuadrat.
Kata kunci: Matriks bobot, model STAR, autoregresi

ABSTRACT

STAR (Space Time Autoregressive) model is a development of univariate time
series model AR (Autoregressive), became a combination model of location and time.
Relationship between locations in the STAR model represented by W weights matrix is a
square matrix that has entries in the form of weights between two corresponding
locations. This paper discusses three kinds of weighting matrix for STAR(1,1) model,
namely: uniform weighting matrix, inverse distance squares weight matrix and spatial
weights matrix, how to define it and use it on simulated data, comparing and choosing
which one is better among the three weight matrices using criteria the minimum of sum
squared error. Estimated STAR models (1,1) with three kinds of weights produces the
minimum of sum squares error for spatial weights. This means that the spatial weights
gives more better result for estimation of STAR(1,1) model comparing with uniform and
inverse distance squares weighits..
Keywords: weights matrix, STAR model, autoregressive

1. Pendahuluan

Dalam kehidupan sehari-hari seringkali ditemukan masalah yang
berkaitan dengan waktu, contohnya masalah curah hujan, produksi minyak
bumi, fluktuasi nilai tukar rupiah per hari dan lain-lain. Data yang berkaitan
dengan waktu dinamakan data deret waktu atau time series. Salah satu model
yang digunakan dalam model deret waktu adalah model univariat yang
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disebut dengan model Autoregresi dan disingkat dengan AR. Model AR
menyatakan suatu observasi waktu sekarang dipengaruhi oleh observasi
waktu sebelumnya.

Data deret waktu berkembang menjadi data lokasi waktu (space time). Data
pengamatan yang tergantung pada lokasi dinamakan data spasial. Fungsi
autokovariansi dalam proses deret waktu maupun proses spasial merupakan
alat penting untuk menggambarkan struktur ketergantungan atau korelasi
dari waktu. Banyak pengamatan yang dapat diamati dan dianalisis
berdasarkan waktu dan lokasi, misalnya Model Space Time Autoregresi
(STAR) yang dikaji oleh Pfeifer-Deutsch [5]. Model STAR(1;1) mempunyai
karakteristik adanya ketergantungan linier dalam lag time maupun lag
spasial.

Model STAR (1;1) sesuai dengan fenomena bahwa pengamatan waktu
sekarang di lokasi tertentu dipengaruhi oleh pengamatan satu waktu
sebelumnya di lokasi tersebut dan lokasi di sekitarnya yang berada dalam satu
kelompok (Pfeifer-Deutsch, [5]). Model STAR(1,1) mengasumsikan fenomena
deret waktu dengan karakteristik lokasi seragam (homogen), sehingga
parameter autoregresi maupun parameter deret waktu konstan untuk semua
lokasi. Salah satu karakteristik model deret waktu adalah adanya korelasi
dalam waktu maupun lokasi. Korelasi antar lokasi direpresentasikan melalui
matriks bobot W. Matriks W merupakan matriks bujur sangkar yang memiliki
entri berupa bobot antara dua lokasi yang bersesuaian.

Dalam makalah ini dibahas kajian tentang matriks bobot dan bagaimana cara
menentukan matriks bobot pada model STAR(1,1). Bentuk matriks bobot yang
dipelajari terbatas pada bentuk bobot seragam, bobot seperjarak kuadrat dan
bobot spasial. Kajian matriks bobot model STAR(1;1) dapat dijelaskan melalui
taksiran parameter model. Selanjutnya matriks bobot yang diperoleh
diterapkan pada data simulasi untuk memperoleh taksiran parameter model
STAR(1;1). Taksiran model STAR(1,1) dengan berbagai matriks bobot
dibandingkan melalui jumlah kuadrat galat. Model STAR(1,1) dengan jumlah
kuadrat galat yang minimum merupakan model terbaik.

2. Kajian Pustaka

2.1 Data Deret Waktu

Data deret waktu adalah himpunan pengamatan yang dibangun
berurutan dalam waktu. Notasi Z(f) menyatakan variabel acak pada waktu ¢ .
Waktu ¢ bisa merupakan tahun, bulan, hari, jam atau waktu lainnya
tergantung situasi [2]. Model deret waktu stasioner terdiri atas model
Autoregresi (AR) dan model Moving Average (MA). Model Autoregresi orde p
adalah suatu model dimana hasil pengamatan waktu ke-t dinyatakan sebagai
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kombinasi linear dari hasil pangamatan waktu-waktu sebelumnya, yaitu
berbentuk:

Z(t) = ¢(1)Z(t-1)+ ¢(2)Z(t-2)+...+¢(q) Z(t-p)+e(t) 2.1)

Adapun yang disebut dengan model Moving Average orde q adalah model
dimana pengamatan pada waktu ke-t dinyatakan sebagai kombinasi linear
dari galat-galat e(?), e(t-1), e(t-2), ..., e(t-q) , yaitu:

Z(t) = e(t)-0 (De(t-1)- 6(2) e(t-2) - ... - 6(gle(t-q) (2.2)

dengan {e(f)} adalah galat berdistribusi identik normal, mean nol dan variansi
konstan, dituliskan:
Mean E(e(?))
Var (e(t))
Yk

W, konstan, (biasanya diasumsikan bernilai nol)
o2 konstan , dan
Cov (e(t),e(t+k)) = 0 untuk semua k #0

2.2 Model Space Time Autoregresi Orde 1, STAR (1,1)
Persamaan model STAR (1;1) dari Peifer [5] dapat dinyatakan sebagai
berikut:

Z(@t) = ¢10Z(t-1) + puWZ (t—1) +e(?) (2.3)
dengan
Z(t) : vektor pengamatan (Nx1) dari N lokasi pada waktu ¢
W : matriks bobot (INxN) pada lag spasial 1
t : waktu pengamatan (1, 2, 3,...,7)
o10 . parameter model pada lag spasial 0 dan lag waktu 1
O11 : parameter model pada lag spasial 1 dan lag waktu 1

iid
dengan e(t)~ N(0,07°)
Model STAR (1,1) menjelaskan pengaruh pengamatan deret waktu maupun
pengaruh pengamatan lokasi-lokasi lain di sekitar suatu lokasi tertentu secara
simultan melalui parameter autoregresi dan parameter lokasi waktu.

2.3 Sifat Matriks Bobot
Matriks bobot W bisa bersifat simetris atau tidak simetris, tergantung
pada bentuk bobot yang dipilih. Matriks bobot merupakan matriks bujur
sangkar ukuran (NxN) dan memiliki beberapa sifat, yaitu:
1. Bobot dipilih yang nilainya positif, w;;> 0.
2. Jumlah bobot untuk setiap lokasi adalah1

N N

iwyzl,Vi dan 2 zwl.j:N
=1

=l =1
3. Diagonal matriks bobot W adalah nol, karena untuk suatu lokasi
dianggap tidak ada jarak dengan dirinya sendiri, sehingga tr[wij] =
tr[wji] = 0, dimana trace matriks adalah jumlah elemen diagonal.
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Dengan menggunakan entri pada matriks bobot, persamaan (2.3) untuk empat
lokasi dapat dituliskan sebagai berikut:

Z1(t) = Z1(t-1) o+ wieZa(t-1)g11 +wi1sZs3(t-1)¢11 +wiaZa(t-1)¢r1 + e1(t)
Zo(t) = Za(t-1) pro+ we1Z1(t-1) 11 +waesZs(t-1) 11 twaaZa(t-1)d11 + ea(t)
Z3(t) = Z3(t-1) pro+ ws1Z1(t-1) 11 +wseZa(t-1) 11 +wsaZs(t-1)d11 + es(t)
Z4(t) = Zs(t-1) o+ warZa(t-1)d11t+ waeZo(t-1)r1twasZs(t-1)g11 + ea(t) (2.4)

2.4 Jarak Euclidean

Definisi: Jika P, @ dua titik di R2, maka jarak P dan @ adalah:

dP,Q) =1Q-P|
Misalkan P(x1,y1) dan Q(xz2y2) € RZ? dan vektor yang terbentuk dari titik P dan

® adalah vektor P_sz(x2—xl,yz—yl):(xl,yz)—(xl,yl):(Q—P), maka dapat

dikatakan bahwa panjang PQ adalah jarak P dan @ sehingga [4]:
d(P,Q)=|0-P|

=io-ry .5
= (%5 2)— (%, 1))
= \/(xz _x1)2 +(», _)’1)2

Definisi pada persamaan (2.5) ini digunakan untuk menghitung jarak antara
dua lokasi ketika menentukan matriks seperjarak kuadrat dan matriks bobot
spasial.

3. Hasil dan Pembahasan

3.1 Bobot Seragam (Uniform Weights)

Bobot seragam berdasarkan Metode Koding Besag dalam Ruchjana [3]
merupakan bentuk paling sederhana dan mudah ditentukan untuk lokasi-
lokasi dalam sistem lattice teratur di R2. Pengelompokan lokasi dilakukan
berdasarkan wurutan jarak antara dua lokasi. Dalam sistem teratur bobot
seragam dapat ditentukan berdasarkan grid atau lingkaran. Dalam penelitian
ini matriks bobot seragam dinotasikan Wu.

Bobot ditentukan susuai dengan ukuran anggota dalam suatu kelompok
lokasi. Bobot seragam dinyatakan :

1 .. . . .
— jika lokasi i dan lokasi j merupakan tetangga terdekat lag pada lokasi /
Wy =qm' (3.1)

y
0.

dengan mi adalah banyaknya tetangga terdekat dari lokasi i pada lag spasial
[ = 1. Untuk posisi 4 lokasi pada grid teratur seperti gambar berikut:
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S1 Se

S3 Sa

Gambar 3.1 posisi 4 Lokasi pada Grid Teratur

Berdasarkan Gambar 3.1 diperoleh matriks bobot seragam sebagai berikut :

1 2 3 4 Y

1 0 05 05 O 1
2 105 0 0 051
W, =
3 /05 0 0 05]1
4 0 05 05 0 1
3.2)
3.2 Bobot Seperjarak Kuadrat (Inverse Distance Squares Weights)
Bobot ditentukan oleh jarak lokasi di sekitar suatu lokasi tertentu.
1 N
al-j = ? s Zai/’ =1 (33)
i =

d jadalah jarak antara lokasi i dan j. Untuk 4 lokasi pada grid teratur seperti
Gambar 3.1 diperoleh matriks jarak dari titik tengah setiap lokasi (dalam
satuan jarak):

0 1 V2

|
1 0 2 1
1 V2 0 1
V21 1 0

M =

Bobot seperjarak kuadrat adalah:

0o 1

—- N

S N~ =

1

- N~ ©

Ol= =

1 0

Berhubung matriks ini belum memenuhi sifat-sifat matriks bobot maka setiap
elemen dibagi dengan jumlah semua elemen pada baris yang bersesuaian,
dirumuskan:
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1
{dz} ]
il Vv i=1,234 (3.4)

W, =——F—-—=

a1
2&

wij adalah bobot antara lokasi i dan j, dijj adalah jarak antara lokasi i dan j.
Matriks bobot seperjarak kuadrat untuk 4 lokasi adalah:
0 04 04 02

W= 04 0 02 04 (35)
04 02 0 04

02 04 04 0

3.3 Bobot Spasial (Spatial Weights)

Bobot spasial diusulkan untuk menentukan bobot melalui korelasi
spasial. Korelasi spasial dapat dihitung melalui semivariogram, yaitu diagram
selisih variansi pengamatan dalam jarak dan arah tertentu. dJika
semivariogram hanya ditentukan berdasarkan jarak, maka bersifat isotropik.
Untuk menentukan bobot spasial dapat dipilih variabel-variabel spasial yang
mempengaruhi proses acak dalam model space time. Misalnya untuk
pengamatan space time berupa produksi minyak bmi per bulan dai beberapa
lokasi sumur dapat dipilih variabel porositas sebagai bobot spasial. Bobot
spasial berdasarkan semivariogram dapat ditentukan berdasarkan persamaan
berikut ini (Ruchjana [3]):

a; . .
L i
W, (h;) =1 4, S (3.6)
0 i=j
. [+l iz )
! 0 i=j
4, Zia:j
1 2
= Y [Y(s)-Y(s))] (3.8)

2N(h) {(s;.8;):d (57,5 )Sh}
dengan N(h) adalah banyaknya pasangan data berjarak kurang dari A dengan
d(si,sj) < h, d menyatakan jarak Euclides antara dua lokasi (Cressie, 1993
dalam Ruchjana [3]) Selanjutnya  persamaan ini dapat dipilih untuk
mendefinisikan bobot spasial. Matriks bobot spasial distandarisasi Ws untuk
4 lokasi dinyatakan dengan persamaan (3.9).
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0 w(hy,) w(hy) w(h,)
_ w,(hy,) 0 w,(hy)  w(hy,)

Clw) w(hy) 0 wi(hy,)

w,(hy) w(h,) wi(h;) 0 (3.9)

3.4 Studi Simulasi untuk Studi Kasus Penerapan Matriks Bobot

Dalam penelitian ini untuk studi kasus penerapan model STAR(1,1)
menggunakan tiga matriks bobot digunakan data simulasi. Untuk
menentukan bobot seragam dan seperjarak kuadrat digunakan persamaan
(3.2) dan (3.5) dengan posisi 4 lokasi pada grid teratur seperti Gambar 3.1.
Sedangkan untuk bobot spasial menggunakan semivariogram, digunakan
contoh data pada grid teratur 2D dari Amstrong [1] sebagai berikut:

Tabel 3.1 Data Grid Teratur 2D (64 lokasi pada setiap grid 1x1 satuan jarak)

26

22 19 14 16 19 16 14
23

20 17 20 14 23 21 17
22

17 18 19 18 25 20 19
21

15 20 18 20 20 18 13
19

18 15 15 18 23 22 20
18

16 10 16 14 18 20 18
17

14 10 13 13 15 14 17
15

13 11 10 17 16 15 11

Berdasarkan posisi 64 lokasi pada Tabel 3.1, ditentukan semivariogram
eksperimental yang bersifat isotropik, dan diperoleh model semivariogram
linear dengan slope 3 dan nugget efect 3 (Amstrong [1]). Model semivariogram
tersebut selanjutnya diterapkan untuk menentukan bobot spasial pada
STAR(1,1). Seperti hanlnya bobot seragam dan bobot seperjarak kuadrat,
maka untuk studi kasus penerapan matriks bobot spasial dipilih 4 posisi
lokasi , koordinat lokasi dan nilai realisasi dari variabel acak berdasarkan
Tabel 3.1, dan diperoleh:

Tabel 3.2 Posisi Lokasi , Koordinat dan Z(f)

Lokasi Koordinat Z(t)
S1 (0,8) 26
S2 (8,8 14
s3 (0,0) 15
S4 8,0) 11
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Dengan menggunakan persamaan (3.6), (3.7), (3.8) dan posisi lokasi sesuai
Tabel 3.2 diperoleh matriks bobot spasial yang distandarisasi sebagai berikut:
0 0,3650 0,3650 0,2699
0,3650 0 0,2699 0,3650
0,3650 0,2699 0 0,3650
0,2699 0,3650 0,35650 0

W () = (3.10)

4. Penerapan Matriks Bobot Model STAR(1;1)

Dengan menggunakan S-Plus 2000, dibangkitkan galat yang berdistribusi
normal N(0,1) dengan 50 pengamatan untuk 4 lokasi. Selanjutnya dipilih nilai
parameter ¢10 = 0,3 dan ¢11 = 0,5, sehingga didapat model STAR(1;1).

1

Z()=0,3Z(t-1)+0,5W Z(t-1)+e(?) 4.1)

Model simulasi STAR(1;1) pada persamaan (4.1) digunakan untuk memperoleh
data simulasi dari 4 lokasi dengan 50 pengamatan.

4.1 Penerapan Matriks Bobot Seragam
Matriks bobot seragam pada persamaan (3.2) digunakan pada data
simulasi, bobot seragam tersebut adalah:

0 05 05 0
_ 0,5 0 0 05
105 0 0 05
0 05 05 0
Matriks bobot yang diperoleh disubstitusi ke persamaan (4.1), sehingga
diperoleh data simulasi model STAR(1,1) untuk 4 lokasi. Selanjutnya
dilakukan penaksiran parameter dengan metode kuadrat terkecil
menggunakan S-Plus 2000, diperoleh nilai taksiran parameter ¢io = 0,4566 dan
¢11= 0,4230 dan menghasilkan taksiran model STAR(1,1) sebagai berikut

2 - -

2()=0,4566 Z(t —1)+0,4230W Z(t-1) (4.2)
Model STAR (1;1) ini sudah stasioner dilihat dari taksiran parameter yang
diperoleh, yaitu: ¢10 = 0,4566 dan ¢11 = 0,4230 dan memenuhi syarat stasioner
model STAR(1,1), yaitu |¢iot¢11|<1 (Ruchjana[3]). Dengan memasukkan nilai
matriks bobot seragam, model STAR(1,1) menjadi:

N 0 05 05 0

g(t)=0,4566;(t—1)+0,4230 05 0 005 E)(t—l) (4.3)
0,5 0 0 0,5
0 05 05 0

Model STAR (1;1) pada persamaan (4.3) dengan matriks bobot seragam
digunakan untuk checking diagnostic dan diperoleh taksiran peengamatan dan
taksiran galat serta jumlah kuadrat galat dari model sebesar190,6.
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4.2 Penerapan Matriks Bobot Seperjarak Kuadrat
Matriks bobot seperjarak kuadrat sesuai persamaan (3.5) adalah:

0 0,4 04 0,2

0,4 0 0,2 04

0,4 0,2 0 0,4

0,2 0,4 0,4 0
Matriks bobot yang diperoleh disubtitusi ke persamaan (4.1) sehingga
didapatkan data simulasi model STAR(1,1) dengan matriks bobot seperjarak
kuadrat. Kemudian dilakukan penaksiran parameter dengan metode kuadrat
terkecil menggunakan S-Plus 2000, diperoleh nilai taksiran parameter ¢io =
0,3712 dan ¢11 = 0,5001 , sehingga taksiran model STAR(1,1) didapat sebagai
berikut:

Z(6)=0,3712 Z(t ~1)+0,5001W Z(¢ - 1) (4.4)
0 0,4 0,4 0,2
N A 0,4 0 0,2 04|,
Z(t)=0,3712Z(t —-1)+0,5001 Z(t-1)
0,4 0,2 0 04
0,2 0,4 04 O
Model STAR (1;1) seperti yang ditunjukkan pada persamaan (4.4) yang sudah
lengkap dengan matriks bobotnya digunakan untuk checking diagnostic dan

memperoleh data taksiran dan galat taksiran. Nilai jumlah kuadrat galat
model STAR(1,1) dengan matriks bobot seperjarak kuadrat adalah 189,062.

4.3 Penerapan Matriks Bobot spasial

Matriks bobot spasial sesuap persamaan (3.10) adalah:
0 03650 03650 0,2699
10,3650 0 0,2699 0,3650
- 0,3650 10,2699 0 0,3650
0,2699 0,3650 0,3650 0

Matriks bobot yang diperoleh disubtitusi ke persamaan (4.1) sehingga
didapatkan data simulas model STAR91,1) dengan bobot spasial. Selanjutnya
dilakukan penaksiran parameter dengan metode kuadrat terkecil
menggunakan S-Plus 2000 , diperoleh nilai taksiran parameter ¢i0 = 0,3992
dan ¢11= 0,4683, dengan taksiran model STAR(1,1) sebagai berikut

Z() = 0,3992 Z(¢ 1) +0,4683W Z(t 1) (4.5)
N 0 0,3650 0,3650 0,2699
A A 0,3650 0 0,2669 0,3650 A
Z(t)=0,3992Z(¢—1)+0,4683 Z(t-1)

0,3650 10,2699 0 0,3650
0,2699 0,3650 0,3650 0
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Model STAR (1;1) seperti yang ditunjukkan pada persamaan (4.5) yang
sudah lengkap dengan matriks bobot spasial digunakan untuk memperoleh
simulasi data pengamatan dan taksiran galat. Jumlah kuadrat galatnya
adalah sebesar 187.7512.

Pada Gambar 4.1, 4.2 dan 4.3 ditampilkan histogram galat 4 lokasi
pengamatan untuk masing-masing matriks bobot. Histogram taksiran galat
model STAR(1,1) pada 4 lokasi dengan matriks bobot seragam, bobot
seperjarak kuadrat dan bobot spasial belum sepenuhnya menunjukkan
pendekatan ke distribusi normal, namun demikian ketiga model STAR(1,1)
memenuhi syarta stasioner, dan model STAR(1,1) dengan matriks bobot
spasial dalam contoh ini memberikan jumlah kuadrat galat yang minimum,
sehingga bobot spasial memberikan model STAR(1,1) yang terbaik
dibandingkan model STAR(1,1) dengan matriks bobot seragam dan bobot
seperjarak kuadrat.

N

/1
03~
/ 02-
\
01 -

. .
01 V ~_ ﬂ
0.0 T T T T T T L 00~ I T
ets

04-

03~

0.15 \ 02- / \

/ | 4
0.10 /
0.1~ |
0.05 \
0.00 - T 00 4 T T T T T

5 3 -1 1 3 25 15 05 05 15 25
e2.srgm e4.srgm

Gambar 4.1. Histogram Galat dengan Matriks Bobot Seragam

Perbandingan ketiga hasl simulasi data model STAR(1,1) dengan matriks
bobot yang berbeda disajikan pada Tabel 4.1. Pada Tabel 4.1 terlihat bahwa
jumlah kuadrat galat yang dihasilkan oleh model STAR(1,1) dengan bobot
spasial lebih kecil bila dibandingkan dengan bobot seragam maupun bobot
seperjarak kuadrat. Jadi untuk data simulasi ini dapat ditarik simpulan
bahwa model STAR(1,1) dengan bobot spasial lebih baik daripada model
STAR(1,1) dengan bobot seragam maupun bobot seperjarak kuadrat, karena
menghasilkan jumlah kuadrat galat yang minimum.
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06~

04-

02-

0.0~
15 05 05 15 -4 2 0 2 4
-e1.spkuad e2.spkuad

0.0

5

Gambar 4.2. Histogf‘ﬁkfﬁ Galat dengan Matriks Bobofeggaf)erjarék Kuadrat

25 05

15 05 05 15
el.spas

0.4

03 7

024

014

00+

e2.spas
25 -1.5 -0.5 0.5 15 25

e3.spas

Gambar 4.3. Histogram Galat dengan Matriks Bobot Spasial
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Tabel 4.1. Parameter Simulasi, Parameter Taksiran dan JKG Model STAR(1;1) Matriks Bobot
Seragam, Matriks Bobot Seperjarak Kuadrat dan Matriks Bobot Spasial untuk Data Simulasi
dengan 50 Pengamatan

Parameter simulasi ¢o= 0,3 1= 0,5
Matriks bobot 10 o1 JKG
Seragam 0,4566 0,4230 190,6115
Seperjarak kuadrat 0,3712 0,5001 189,0623
Spasial 0,3992 0,4683 187,7512

5. Simpulan

Berdasarkan uraian pada bab-bab sebelumnya, dapat diambil simpulan
bahwa Model STAR(1;1) merupakan pengembangan dari model AR(1) secara
simultan di beberapa lokasi dipengaruhi oleh bobot antar lokasi yang dipilih.
Model STAR(1;1) pada data simulasi 4 lokasi dengan matriks bobot spasial
lebih baik daripada model STAR(1;1) dengan matriks bobot seragam maupun
dengan matriks bobot seperjarak kuadrat, karena memiliki jumlah kuadrat
galat yang minimum.
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